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ABSTRACT
Neste trabalho estudamos conceitos de derivada fraca. Este conceito € motivado pela necessidade de
solucionar problemas fisicos (por exemplo, vibragdao da corda) que ndo podem ser resolvidos com
os conceitos da derivada de Newton-Leibniz.

Desenvolvimento do texto
Analisaremos o problema das vibragdes de uma corda elédstica de comprimento L. Consideramos um
sistema de coordenadas cartesianas ortogonais u0x e a corda esticada ao longo do eixo x, de modo

que sua origem seja (0,0) e seu extremo (0,L). Obteremos uma equagio cuja solucio descreve os

movimentos da corda, ap6s uma perturbacdo em seu estado de repouso. Supomos que 0 movimento
efetua-se sempre em um plano, na dire¢do vertical, isto €, deformagdes horizontais ndo sao

consideradas, e também que a corda esteja presa em (0,0) e (0,L).
Consideremos que na posi¢do de repouso a corda € representada por C,, e apds um tempo ¢, ela

ocupa no plano onde vibra uma posicao C(t)que € a curva a qual se supde de equacdo u =u(x,t),
com O<x<L e 0<t<T.
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Fig.1 — Representacdo da perturbag@o da corda

O arco AB é a parte da posi¢do C(r) no instante 7. Supde-se a tensio constante representada por ¥ e
que a unica for¢a atuando é ¥, cujo médulo é y. Considera-se um segmento Ax da corda em
repouso C,que deformou-se em As na configuracdo C(t). Supde-se que sdo pequenas as

deformacdes de modo que Ax = As. Os vetores na figura anterior indicam a tensdo em A e em B,
possuindo a dire¢do da tangente em D e dire¢do oposta em C. Se 6, é o angulo da tangente em C e

0, o angulo da tangente em D a curva C (t) , obtém-se para a resultante da tensao:

F =y sen@, —y senb,



Por hipdétese, esta € a Unica for¢a atuando sobre a corda e entdo pela segunda lei de Newton temos

que F ¢é igual a massa de Ax=As multiplicada pela aceleragdo do movimento. Sendo p a
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densidade constante do material da corda, a massa de Ax = Asserd pAx e temos também que pe
t

¢ a aceleracdo. Portanto:
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Como as vibracdes sdo pequenas, podemos considerar que sen6, e sen@, diferem pouco da 7g6,e

=y sen6, —y senb,

tg 6, respectivamente. Pela interpretacdo geométrica da derivada, t€ém-se:
g6, =u (x) e 186, =u (x+Ax),
entao
sen@, =tg6 =u (x); sen6,=tgl, =u (x+Ax).
Logo podemos escrever o segundo membro de (1) em funcdo de u, obtendo:
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Supondo-se que u possua derivadas continuas em Q=/0,L]x[0,T] até segunda ordem, dividindo-se
a expressao anterior por Ax e fazendo-se Ax tender a zero, obtém-se:

=7 fu, (x+ Ax)—u, ().

(2) 3—? = 0{23—;[ , sendo &’ :%, (x,t) em Q

cuja solugcdo u=u(xt), u: R* > R de classe C? descreve os movimentos da corda, apOs uma
perturbacdo de seu estado de repouso. Considerando-se u,(x) = u(x,0) de classe C ‘e u,(x) =u,(x,0)
de classe C', respectivamente a configuragdo e velocidade iniciais, sabe-se que o método de
d”Alembert nos dd como solucdo do problema a fungao:

3) u(x,t)=l[uo(x+at)+u0(x—0(t)]+L Hmul(s)ds
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definida no retangulo Q.
Existem situacdes fisicas em que as condi¢des de regularidade sobre u,(x)ndo sdo verificadas. Por

exemplo, suponhamos que perturbou-se a corda puxando em um de seus pontos com uma pinca e
soltando a seguir.
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Fig. 2 — Perturbagdo da corda puxando o ponto u,(x) com uma pinga



Observamos que neste caso u,(x) ndo é derivdvel em (0,L) e portanto a expressdo dada em (3) ndo

¢ uma solucdo para (2), pois ndo € derivavel. Para resolvermos este novo caso, consideramos as
funcgoes teste em Q. As funcdes teste ¢: Q — R que possuem derivadas de todas as ordens em Q e

de modo que exista um conjunto limitado e fechado K contido em Q, tal que ¢(x,t) =0 para todo
(x,t) em Q tal que (x,7) ndo pertence a K. O conjunto das funcdes teste em Q serd denotado por
C,(Q). O conjunto C;(Q) ¢é ndo vazio, qualquer que seja o conjunto aberto Q. Multiplicaremos

ambos os membros de (2) por uma funcdo ¢ pertencente a C,; (Q) obtendo:
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Integrando por partes em Q obtém-se:
jja“a¢d dt—a ( )=
Como ¢ é fungio teste, ¢(x,T) = ¢(x 0) = ¢(L.1) = ¢(0 £)=0e entdo

4) —”aua(pd dt—+a”aua¢d dt=0.
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Toda solucdo de (2) sera solugao de (4), ndo Valendo a volta.
Observemos que em (2) exige-se a existéncia das derivadas de segunda ordem de u(x,?), fazendo
sentido as integrais de (4). Este fato motivou definir o problema de vibragdes da corda eldstica,

como uma func¢do satisfazendo (4) para toda funcdo ¢ C;(Q) . Estende-se a no¢do de derivada de
Newton-Leibniz, obtendo o conceito da derivada fraca ou generalizada, com o qual a condicao
inicial ndo derivdvel é aceitdvel, ou seja, consideremos uma fun¢do g:R — R, g(x) integrivel em

R. Segundo S. Sobolev dizemos que g(x) possui derivada fraca ou generalizada em R, quando
existe uma funcao A(x) integravel em todo subconjunto compacto de R, satisfazendo:

[209' (x)dx == [h()p(x)dx, Yoe C7(Q).

A funcdo h(x) denomina-se derivada fraca ou generalizada de g(x).
Observamos que se g(x) for derivavel segundo Newton-Leibniz, entdo g(x) serd derivavel segundo
Sobolev, pois:

Seja g(x) derivavel e pe C; (Q) entdo:

jAM¢quguwu>
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- [ &' ()p(x)dx.

Como ¢ ¢ teste temos que:

[2p dx == [ g'(M)p(xdx.

A funcdo h(x)=g’(x) e portanto g(x) € derivavel segundo Sobolev. Nao vale a reciproca como
mostra o seguinte exemplo.

Considere g(x) =

A derivada fraca de g(x) é uma h(x) integravel em todo fechado limitado de R tal que:

[ r(x)dx == [|de' (x)dx

para toda funcdo teste ¢ em R.
Como:
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Calculando separadamente temos que (integrando por partes):

0 -0 0
:_m + Igo(x)dx.

[~ x¢'(x)dx = —xg(x)

—o0

Como ¢(x) € teste em R obtém-se:

- ffx(p'(x)dx = jl(p(x)dx.

Analogamente (integrando por partes):

=

[x¢ (¥)dx = xp(x)

0

o~ T(v(x)dx = —]o P(x)dx .

Portanto:
0

-~ ]:|x|(p'(x)dx = { j)' @(x)dx — T(p(x)dx} = j —1g(x)dx + T+ lo(x)dx .

A funcao sinal
+1, x>0

sign(x) = {_1 <0

€ integravel em todo subconjunto fechado e limitado de R e satisfaz:

oo oo

J-|x|¢'(x)dx = J-sign(x)¢(x)dx

—o0 —o0

para toda funcdo ¢ teste de R.
Conclui-se que sign(x) é a derivada fraca de |x| .

Podemos proceder da mesma forma e verificar que sign(x) ndo possui derivada fraca, ou seja, a
nog¢do de derivada fraca idealizada por S. Sobolev € muito util, mas ainda € restrita.
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